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  48!8:) 1!44*!81#,!)84; ,+<1+4 <+,9=)%#; >%)13+>??)58#,%+48# 4)8)6 $"#@%+3+ +4,)A)%#; <$8)* +<8#*#B!C## <!1!-

*)81+, #D >")*)%8+, – 4)@)%#; <#8!EA)3+ <1+,+7%#5! # 5+"#@)48,! 4,)8#":%#5+, , 4)8# $"#@%+3+ +4,)A)%#;. F1)7"+G)%! 
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8#8)":%+6 4)8#, $@#89,!EA#6 31!%#@%9) $4"+,#;, B!7!%%9) %+1*!8#,%9*# 7+5$*)%8!*#, 4 <+*+A:E 5+8+1+3+ 29"# 4?+1*#-
1+,!%9 !":8)1%!8#,9 +4,)8#8)":%+6 4)8# 7"; 1!B"#@%9D 4)@)%#6 <1+,+7%#5+,, 1!44@#8!%9 B%!@)%#; 51#8)1#), +<8#*#B!C## 
7"; 5!G7+3+ #B ,!1#!%8+,. I%!"#B <+"$@)%%9D 1)B$":8!8+, <+5!B!", @8+ 7"; <+48!,")%%+6 B!7!@# %)+2D+7#*+ #4<+":B+,!8: 
*$":8#<"#5!8#,%$E 4,H185$ 51#8)1#),. '!B1!2+8!%%96 <+7D+7 <+B,+";)8 1)=!8: B!7!@$ +<1)7)")%#; +<8#*!":%+3+ 4)@)%#; 
<1+,+7%#5! +4,)8#8)":%+6 4)8# <1# #B,)48%+* 5+"#@)48,) 4,)8#":%#5+,, ! 8!5G) +21!8%$E B!7!@$ %!D+G7)%#; +<8#*!":%+3+ 
@#4"! 4,)8#":%#5+, , 4)8# $"#@%+3+ +4,)A)%#; 7"; B!7!%%+3+ 4)@)%#; <1+,+7%#5!. 08*)@)%+, @8+ <1)7"+G)%%96 !"3+1#8* 
*+G)8 8!5G) 298: #4<+":B+,!% 7"; ,92+1! +<8#*!":%9D 4,)8#":%#5+,, +<+1 # <1+@#D >")*)%8+, 4)8# $"#@%+3+ +4,)A)%#; <1# 
$@)8) D!1!58)1#48#5 >8#D >")*)%8+, , 51#8)1#;D +<8#*#B!C##. 

������ � "�#�$: >")581#@)45!; 4)8: $"#@%+3+ +4,)A)%#;, +<8#*#B!C#; <!1!*)81+, >")*)%8+, >")581#@)45+6 4)8#, 
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  J�J-KJ1 

07%+6 #B ,!G%9D 4+48!,";EA#D >")581+>%)13)8#-

@)45+6 4#48)*9 3+1+7!, +2)4<)@#,!EA)6  5+*?+18%$E 

G#B%)7);8)":%+48: "E7)6, 4")7$)8 4@#8!8: 4#48)*$ 
$"#@%+3+ +4,)A)%#; ((�0). 04%+,%+6 B!7!@)6 <1# 

<1+)58#1+,!%## #"# *+7)1%#B!C## (�0 ;,";)84; 

+<1)7)")%#) 5+"#@)48,! 4,)8#":%#5+, # 1!448+;%#; 

*)G7$ %#*#, ! 8!5G) 4)@)%#6 # 8#<+, <1+,+7%#5+,  

>")581#@)45+6 4)8#. F1#@)* 5+"#@)48,+ # 8#< 4,)-

8#":%#5+, ,92#1!)84; 4 $@)8+* 1)3"!*)%8#1+,!%%9D 

B%!@)%#6 +4,)A)%%+48# 7+1+3 # 81+8$!1+, , 4++8,)8-

48,## 4  %+1*!8#,%9*# 7+5$*)%8!*#, ! 4)@)%#) # 8#< 

<1+,+7%#5+, – 4 $@)8+* <1+,)15# <+ 7"#8)":%+ 7+<$-

48#*+*$ 8+5$ [1] # <+ <+8)1) %!<1;G)%#; $ %!#2+")) 

$7!")%%+3+ 4,)8#":%#5! [1, 2], , 4++8,)848,## 4 F�L. 
  %!48+;A)) ,1)*; %!#2+")) <1+1!2+8!%%9*# ,+-

<1+4!*# , +2"!48# <+,9=)%#; >%)13+>??)58#,%+48# 

4#48)* $"#@%+3+ +4,)A)%#; ;,";E84;: ,%)71)%#) >%)1-

3+42)1)3!EA#D 4,)8#":%#5+, [3]; 1!B1!2+85! !,8+*!8#-

B#1+,!%%9D 4#48)* $<1!,")%#; $"#@%9* +4,)A)%#)* 

[4-5], +<8#*#B!C#; 1)G#*+, 1!2+89 >")581#@)45#D 4)-

8)6 $"#@%+3+ +4,)A)%#; [6-7]; 4%#G)%#) <+8)1: *+A%+-

48# 4)8)6 $"#@%+3+ +4,)A)%#; [8-11] (@!48%9) 4"$@!#). 

08*)@!; 2)44<+1%$E C)%%+48: <1+,)7)%%9D #44")7+,!-

%#6, %)+2D+7#*+ B!*)8#8:, @8+ ,+<1+49  <+ +<8#*#B!-

C## <!1!*)81+, >")*)%8+, (�0 (+<1)7)")%#; +<8#-

*!":%+3+ @#4"! 4,)8#":%#5+,, *!54#*!":%+6 <1+8;G)%-
%+48# +4,)8#8)":%+6 4)8#) # )) >")581#@)45#D <!1!*)8-

1+,, +2)4<)@#,!EA#D *#%#*!":%9) <+8)1# >")581#@)-

45+6 >%)13## # >5+%+*#@)45#) B!81!89, , %!$@%9D #4-

4")7+,!%#;D 1!44*+81)%9 %) , <+"%+* +2M)*).  

  4,;B# 4 >8#* C)":E 1!2+89 ;,";)84; +<1)7)")%#) 

+<8#*!":%+3+ 4)@)%#; <1+,+7%#5+,, 5+"#@)48,! 4,)-
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8#":%#5+, , (�0, <1# 5+8+19D 2$7$8 +2)4<)@)%9 *#-

%#*!":%9) 5!<#8!":%9) B!81!89 %! 4+B7!%#) (�0, 

*#%#*!":%9) >54<"$!8!C#+%%9) B!81!89 %! <+8)1# 

>")581#@)45+6 >%)13## # *!54#*!":%!; +4,)A!)*!; 
<"+A!7: 4 $@)8+* +31!%#@)%#6 <+ 8+5$, <+8)1) %!<1;-

G)%#;, +4,)A)%%+48#. 

NJO0�P 

1. (D)*! B!*)A)%#; (�0 

L")581#@)45#) 4)8# $"#@%+3+ +4,)A)%#; +2"!7!E8 

1;7+* +4+2)%%+48)6, +8"#@!EA#D #D +8 71$3#D >")5-

81#@)45#D 4)8)6 %#B5+3+ %!<1;G)%#;.   <)1,$E +@)-

1)7:, %!31$B5! 4)8)6 $"#@%+3+ +4,)A)%#; #*))8 1!4-

<1)7)")%%96 D!1!58)1 – <+ *)1) $7!")%#; +8 3+"+,%+-

3+ $@!485! %!31$B5! 4%#G!)84;. L8+ +248+;8)":48,+ 

<1#,+7#8 5 8+*$, @8+ 8+5+,9) %!31$B5# 3+"+,%9D 
$@!485+, (�0 B%!@#8)":%+ ,9=),  @)* $ 5+%)@%9D,  , 

4,;B# 4 @)* #4<+":B+,!%#) 4)@)%#; <1+,+7%#5! %! $7!-

")%%9D $@!485!D (�0 *+G)8 +4$A)48,";8:4; %) , <+"-

%+* +2M)*). 

 8+1+6 +4+2)%%+48:E (�0 ;,";)84; +84$848,#) 5+-

")2!%#6 %!31$B5# – 1)G#* 1!2+89 D!1!58)1#B$)84; B!1!-

%)) #B,)48%9*# B%!@)%#;*# *!54#*!":%+6 *+A%+48# 

>")581+<1#)*%#5+, # 31!?#5+* %!31$B5#, @8+ <+B,+";)8 

1!44*!81#,!8: 1!2+8$ +4,)8#8)":%+6 4)8# 5!5 <1+7+"G#-

8)":%+ $48!%+,#,=#64; %+1*!":%96 1)G#*. 

�"; 1!4@)8! 1)G#*! 1!2+89 (�0 +%! <1)748!,";-

)84; , ,#7) ?#B#@)45+6 *+7)"# – 4D)*9 B!*)A)%#;. 
F1# 4+48!,")%## 4D)*9 B!*)A)%#; (�0 <1#%;89 4")-

7$EA#) 7+<$A)%#;: 

– 5+%?#3$1!C#; #44")7$)*+6 (�0 ;,";)84; 1!B+-

*5%$8+6, 1!7#!":%+-*!3#481!":%+3+ 8#<!, 8.5. 1!B+*5%$-

89) 1)B)1,#1+,!%%9) (4 7,$*; #48+@%#5!*# <#8!%#;) # 

B!*5%$89) (�0 7"; %$G7 3+1+745+3+ +4,)A)%#; #4<+":-

B$E84; +@)%: 1)75+ (*)%)) 10% +8 +2A)3+ @#4"! (�0);  
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– #48+@%#5 <#8!%#; B!7!H84; ,)"#@#%+6 %!<1;G)-

%#; %! =#%!D <#8!EA)3+ 81!%4?+1*!8+1!.  %$81)%%)) 

4+<1+8#,")%#) #48+@%#5! <#8!%#; %) $@#89,!)84;; 

– <+<)1)@%9) <1+,+7#*+48# <1+,+7%#5+, 4)8# 

$"#@%+3+ +4,)A)%#; %) $@#89,!E84; , 4,;B# 4 %#B5#* 

%!<1;G)%#)* 4)8# [12]; 

– >")581+8)D%#@)45!; @!48: 4,)8#":%#5! *+7)"#1$)8-

4; , ,#7) %!31$B5# 4 <+48+;%%+6 *+A%+48:E S = P + j·Q.  

 ,#7$ 8+3+, @8+ , 1!2+8) 1!44*!81#,!E84; 8+":5+ 
%+1*!":%9) 1)G#*9 1!2+89 (�0 (7#!<!B+% %!<1;G)%#6 

±5% +8 U%+*), %)"#%)6%+48:E 48!8#@)45#D D!1!58)1#48#5 

%!31$B5# <+ %!<1;G)%#E *+G%+ <1)%)21)@: [13].  

(D)*! B!*)A)%#; $@!485! (�0, 4+48!,")%%!; 4 

$@)8+* <1)7"!3!)*9D 7+<$A)%#6, <1)748!,")%! %! 

7,8. 1.  

2. N!8)*!8#@)45!; *+7)": +2M)58! +<8#*#B!C## 

F1# 1!B1!2+85) *!8)*!8#@)45+6 *+7)"# <1)748!-

,#* (�0 , ,#7) 31!?!,  ,97)"#, +2A$E *!3#481!": # 

+8D+7;A#) +8 %)H 1!7#!":%9) ,)8,#, 5+"#@)48,+ $B"+, 

31!?! <1# >8+* 1!,%+ 5+"#@)48,$ +<+1 (�0 (7,8. 2).  

0<#1!;4: %! 1!2+89 [14-15], <1)748!,#* 5+%?#3$-
1!C#E (�0 , ,#7) *!81#C9 4+)7#%)%#6 Con [n x n], 

37) n - 5+"#@)48,+ $B"+, , 4)8#, <1# >8+* Con (k, j) = 1, 

)4"# $B)" k 4+)7#%;)84; 4 $B"+* j # Con (k, j) = 0 ,+ 

,4)D 71$3#D 4"$@!;D. I%!"+3#@%9* +21!B+* B!7!E84; 

7"#%9 # 4+<1+8#,")%#; 5!G7+3+ #B $@!485+, 4)8#. 

-!31$B5#  <1)748!,#* , ,#7) ,)58+1+, S[n], P[n], Q[n], 

37) 5!G796 >")*)%8 ,)58+1! 4++8,)848,$)8 %!31$B5) , 

$B") 4 4++8,)848,$EA#* %+*)1+*.   >8+* 4"$@!) 1)-

G#* 1!2+89 (�0 *+G%+ +D!1!58)1#B+,!8: ,)58+1+* 

%!<1;G)%#6 , $B"!D 4)8# U [n] # *!81#C)6 8+5+, , 

5!G7+6 #B ,)8,)6 I [n x n].  

3. �1#8)1## +<8#*#B!C## 

F+7 >")581+8)D%#@)45#* 51#8)1#)* <+%#*!)* <+-

8)1# *+A%+48# , (�0. F+8)1# *+A%+48# , +4,)8#-

8)":%+6 4)8# *+3$8 298: %!67)%9 <+ ?+1*$") 

2

, ,

1 1

n n

k j k j

k j

P I R , (1) 

37) k, j – %+*)1! $B"+, +4,)8#8)":%+6 4)8#; n - +2A)) 

5+"#@)48,+ $B"+,; Ik,j – 8+5, <1+8)5!EA#6 <+ $@!485$ 

<+ ,)8,#, 4+)7#%;EA)6 $B"9 k # j , %+1*!":%+* 1)G#-
*) 1!2+89 +4,)8#8)":%+6 4)8#, I; Rk,j – 4+<1+8#,")%#) 

,)8,#, 4+)7#%;EA)6 $B"9 k # j, 0*. 

0@),#7%+, @8+ %!#2+")) +<8#*!":%9* 1)=)%#)* 

2$7)8 8+, , 5+8+1+* <+8)1# *+A%+48# , 4)8# *#%#-

*!":%9. O!5#* +21!B+*, <)1,96 51#8)1#6 +<8#*#B!-

C## *+G)8 298: <1)748!,")% 5!5: 

2

, ,

1 1

min
n n

k j k j

k j

P I R . (2) 

 

$,8. 1. +9:;< =<;:>:?,@ AB<8CD< 

EF:DC7,B:8DGH 8:C, AF,B?GIG G8J:>:?,@ 

 
$ 

 
% 

$,8. 2. )7<K ,88F:LA:;GH EF:DC7,B:8DGH 8:C,  

AF,B?GIG G8J:>:?,@:  

< – ;<I,8C7<FM?<@ 8:CM 8 GCJ:CJF:?,@;,;  

N – ;<I,8C7<FM?<@ 8:CM N:= GCJ:CJF:?,H 

F+7 >5+%+*#@)45#* 51#8)1#)* , 7!%%+6 1!2+8) <+-

%#*!)* 5!<#8!":%9) B!81!89, ,5"E@!EA#) , 4)2; 48+#-

*+48: 5+*<")58$EA#D >")581#@)45+6 4)8# $"#@%+3+ 

+4,)A)%#; (4,)8#":%#5#, +<+19, <1+,+7!) # #D *+%8!G, 

! 8!5G) >54<"$!8!C#+%%9) B!81!89, $@#89,!EA#) 1!4-

D+79 %! <+8)1# >")581#@)45+6 >%)13## , (�0.  

�!<#8!":%9) B!81!89 *+G%+ <1)748!,#8: , ,#7) 

5!< <1+, +<+1 4,)8C C +C +C ; (3) 

<1+, , $7.<1+,

1 1

C C
n n

k j

k j

l ; (4) 

4,)8 4,( ( [ ] 0) (n nP ; (5) 

+<+1 +<C Cn , (6) 

37) (<1+, –  48+#*+48: <1+,+7%#5+,,  1$2.;  (+< –  48+#-

*+48: +<+1,  1$2.;  (4,)8 –  48+#*+48: 4,)8#":%#5+,,  1$2;  
lk,j – 7"#%! $@!485! 4)8#, 4+)7#%;EA)3+ $B"9 j # k, 5*; 

($7.<1+, – $7)":%!; 48+#*+48: <1+,+7%#5+,, 1$2./5*;  

(+< – 48+#*+48: +7%+6 +<+19 4 $@)8+* )) *+%8!G!, 

1$2.;  (4, – 48+#*+48: +7%+3+ 4,)8#":%#5! 4 $@)8+* 

*+%8!G!, 1$2; n(P[n]S0) – 5+"#@)48,+ %)%$"),9D >")-

*)%8+, , ,)58+1) %!31$B+5 P[n]. 

  5!@)48,) >54<"$!8!C#+%%9D B!81!8 2$7)* 1!4-

4*!81#,!8: 48+#*+48: <+8)1: >")581#@)45+6 >%)13## B! 

3+7 ?$%5C#+%#1+,!%#; 4)8# $"#@%+3+ +4,)A)%#;: 

>54<" max >/>U CP , (7) 

37) VP – <+8)1# , L(�0 , %+*#%!":%+* 1)G#*) 1!2+-

89,  5 8;  Wmax –  @#4"+ @!4+, *!54#*!":%9D <+8)1:,  @;  
(>/> – C)%! >")581#@)45+6 >%)13##, 1$2./5 8·@.  

K4D+7; #B ,9=)45!B!%%+3+, >5+%+*#@)45#) 51#8)-

1##  *+3$8 298: <1)748!,")%9 , ,#7): 

5!< <1+, +<+1 4,)8C =C + C + C min ; (8) 

>54<" max >/>U C minP , (9) 

(")7$)8 +8*)8#8:, @8+ >5+%+*#@)45#6 51#8)1#6 

,5"E@!)8 , 4)2; >")581+8)D%#@)45#6, 8!5 5!5 <1# 

$*)%:=)%## <+8)1: *+A%+48# , 4)8# B!81!89 %! <+8)1# 
>")581+>%)13## 2$7$8 4%#G!8:4; <1+<+1C#+%!":%+.  
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  4,;B# 4 >8#* <1)7"!3!)84; <1# #B,)48%+* 31!?#5) 1!-

2+89 $"#@%+3+ +4,)A)%#; #4<+":B+,!8: >5+%+*#@)45#6 

51#8)1#6, ! <1# +84$848,## $5!B!%%9D 4,)7)%#6 ,*)48+ 

%)3+ #4<+":B+,!8: >")581+8)D%#@)45#6 51#8)1#6. 
F+7 4,)8+8)D%#@)45#* 51#8)1#)* , 7!%%+6 1!2+8) 

<+%#*!)* +4,)A!)*$E <"+A!7: $"#C9 # <1#")3!EA)6 
5 %)6 8)11#8+1## D.  92+1 7!%%+3+ B%!@)%#;  , 5!@)-
48,) 51#8)1#; 4,;B!% 4 8)*, @8+ 7"; +2)4<)@)%#; 2)B-
+<!4%+48# # $"$@=)%#; 5+*?+18! G#B%)7);8)":%+48# 
3+1+G!% <1# <1+)58#1+,!%## (�0 4")7$)8 481)*#8:4; 
5  *!54#*!":%+*$ $,)"#@)%#E +4,)A!)*+6 <"+A!7# 
$"#C # <1#")3!EA#D 8)11#8+1#6 <1# 4+2"E7)%## 
%+1*!8#,%9D <+5!B!8)")6 +4,)A)%%+48# �. 

�!5 #B,)48%+, B%!@)%#) +4,)A!)*+6 <"+A!7# B!,#-
4#8 +8 5+"#@)48,! 4,)8#":%#5+, , (�0 [2].    1!*5!D 
1)=)%#; <+48!,")%%+6 B!7!@# <+7 <"+A!7:E, +4,)A!-
)*+6 +7%#* 4,)8#":%#5+*, <+%#*!)* <"+A!7: $@!485! 
+4,)A!)*+6 7+1+3#, 81+8$!1! # 8.<., %! 5+8+1+6 1!4-
4*!81#,!)*96 4,)8#":%#5 +2)4<)@#,!)8 +4,)A)%%+48: 
1!,%$E #"# 2+":=$E %+1*!8#,%+6. 

K4D+7; #B 45!B!%%+3+, 4,)8+8)D%#@)45#6 51#8)1#6 
*+G)8 298: ?+1*!"#B+,!% , ,#7) 

( [ ] 0) maxD l A n nP , (10) 

37) l – 1!448+;%#) *)G7$ 4,)8#":%#5!*#, *;   – =#1#-
%! +4,)A!)*+6 7+1+3#, 81+8$!1! # 8.<., *. 

4. X)"),!; ?$%5C#; 
  4,;B# 4 8)*, @8+ 51#8)1## +<8#*#B!C## ;,";E84; 

1!B%+1+7%9*#, , 1!2+8) 7"; ?+1*#1+,!%#; C)"),+6 
?$%5C## <1)7"!3!)84; #4<+":B+,!8: *)8+7 45!";1#B!-
C## [16], 4+3"!4%+ 5+8+1+*$ +<8#*!":%+) 1)=)%#) 
+<1)7)";)84; <+ *!54#*!":%+*$ B%!@)%#E 4$<)151#-
8)1#; !': 

'( ) maxC x , (11) 

37) x=(x1, x2) – ,)58+1 #45+*9D ,)"#@#% (4)@)%#) <1+-
,+7%#5!, 5+"#@)48,+ 4,)8#":%#5+,). 

I"3+1#8* +<1)7)")%#; 4$<)151#8)1#; (4,)185! 
51#8)1#),) <1)748!,")% %#G). 

5. /1!%#@%9) $4"+,#; B!7!@# +<8#*#B!C##: 
– 7"#8)":%+ 7+<$48#*96 8+5 <1+,+7%#5+,. (+-

3"!4%+ F�L[1], ,4) <1+,+7%#5# 7+"G%9 $7+,")8,+1;8: 
$4"+,#E <1+,)15# <+ 7"#8)":%+ 7+<$48#*+*$ 8+5$: 

max 7".7+<.I I , (12) 

37) Imax – *!54#*!":%96 1!2+@#6 8+5 , <1+,+7%#5), I; 
I7".7+<  – 7"#8)":%+ 7+<$48#*96 8+5 7"; ,921!%%+3+ 
4)@)%#; <1+,+7%#5!, I. 

( $@)8+* 1!B1!2+8!%%+6 *!8)*!8#@)45+6 *+7)"# 
(�0, 8+5, <1+8)5!EA#6 <+ 5!G7+*$ #B $@!485+, 4)8#, 
+<1)7)";)84; 5!5 

,

,

k j

k j

k

S
I

U
, (13) 

37) Sk,j – *+A%+48: <1+8)5!EA!; <+ ,)8,#, 4+)7#%;E-
A)6 $B"9 k # j,  I; Uk – %!<1;G)%#) , $B") k,  . 

(")7+,!8)":%+, <)1,+) 31!%#@%+) $4"+,#) 

,

7".7+<.

k j

i

k

S
I

U
, (14) 

– <+8)1# %!<1;G)%#; , +4,)8#8)":%+6 4)8#. (+-

3"!4%+ F�L # <1!,#"!* <1+)58#1+,!%#; $"#@%+3+ 
+4,)A)%#;, <+8)1# %!<1;G)%#; $ %!#2+")) $7!")%%+3+ 

4,)8#":%#5! %) 7+"G%9 <1),9=!8: 5%.  
084E7! ,8+1+) 31!%#@%+) $4"+,#): 

1

1

min( [ ])
5%

U n
U

U

U
, (15) 

37) U1 – %!<1;G)%#) #48+@%#5! <#8!%#;,  ; 

– 7+<+"%#8)":%9* +31!%#@)%#)* ;,";)84; 7#451)8-
%96 D!1!58)1 #45+*9D ,)"#@#% – 4)@)%#; <1+,+7%#5+, 

*+3$8 ,92#1!8:4; 8+":5+ #B 48!%7!18%+3+ 1;7!, ! @#4"+ 
4,)8#":%#5+, *+G)8 298: 8+":5+ C)"+6 ,)"#@#%+6. 

IY/0'KON F0K(�I 0FOKNIYZ-0/0 (J[J-K\ 

F'0 0�-K�I K �0YK[J(O I ( JOKYZ-K�0    (�0 

'!44*+81#* B!7!@$ <+#45! +<8#*!":%+3+ B%!@)%#; 
4)@)%#; <1+,+7%#5+, +4,)8#8)":%+6 4)8# # 5+"#@)48,! 

4,)8#":%#5+, , %)6, +2)4<)@#,!EA#D *#%#*!":%9) 
5!<#8!":%9) # >54<"$!8!C#+%%9) 1!4D+79 %! (�0 

+7%+,1)*)%%+ 4 *!54#*!":%+6 +4,)A!)*+6 <"+A!7:E. 
  5!@)48,) B!7!%%9D B%!@)%#6 <1#%#*!E84; !58#,%!; 

# 1)!58#,%!; *+A%+48# 4,)8#":%#5+, (P4,, Q4,), +48!-
EA#)4; %)#B*)%%9*# <1# #B*)%)%## 5+"#@)48,! 4,)-

8#":%#5+,, ! 8!5G) 1!448+;%#) *)G7$ 4,)8#":%#5!*#, 
+<1)7)")%%+) 4,)8+8)D%#@)45#* 1!4@)8+*. 

K45+*9*# <)1)*)%%9*# ;,";E84;: 
– 4)@)%#) <1+,+7%#5! +4,)8#8)":%+6 4)8# F; +8 

,921!%%+3+ 4)@)%#; B!,#4;8 I7".7+<, r$7, x$7. 
– 5+"#@)48,+ 4,)8#":%#5+, n. 

 ,#7$ 8+3+, @8+ 4)@)%#; <1+,+7%#5+, +<1)7)")%9 
48!%7!18%9* 1;7+*, <)1,9* =!3+* ?+1*#1+,!%#; !":-

8)1%!8#, ;,";)84; ,92+1 8#<! <1+,+7%#5! # )3+ 4)@)-
%#;, 7"; 5+8+1+3+ +<1)7)";E84; $7)":%+) 4+<1+8#,")-

%#) # )3+ 48+#*+48:. U!8)* <1+#B,+7#84; 1!4@)8 1)G#-
*! +4,)8#8)":%+6 4)8# 4 <+4")7+,!8)":%9* $,)"#@)%#-

)* @#4"! 4,)8#":%#5+, , %)6 # <1+,)15+6 ,9<+"%)%#; 
31!%#@%9D $4"+,#6. �"; 5!G7+3+ B%!@)%#; n ?+1*#1$-

)84; 4,+; !":8)1%!8#,!, , 1)B$":8!8) <+"$@!)* *%+G)-
48,+ !":8)1%!8#,: F: n (U5!<, U>54<", D). 

I"3+1#8* ?+1*#1+,!%#; !":8)1%!8#, <1)748!,")% 

%! 7,8. 3. O!5 5!5 B%!@)%#; 51#8)1#), +<8#*#B!C## ;,-
";E84; 1!B%+1+7%9*# ,)"#@#%!*# ()7#%#C9 #B*)1)%#; 

B!81!8 – 1$2"#, ! +4,)A!)*+6 <"+A!7# – *2), 5 8+*$ G) 
B%!@)%#; >54<"$!8!C#+%%9D # 5!<#8!":%9D B!81!8 *+-

3$8 B%!@#8)":%+ +8"#@!8:4; 71$3 +8 71$3!, <1)7"!3!)84; 
<1+,)48#, 5!5 $5!B!%+ , 1!2+8!D [17-20], %+1*#1+,!%#) 

B%!@)%#6 51#8)1#), +<8#*#B!C##. �"; *#%#*#B#1$)-
*9D 51#8)1#), +<8#*#B!C## #4<+":B$)* ?+1*$"$ 

max
%+1*

max min

.i" "
c

" "
 (16) 

�"; *!54#*#B#1$)*9D: 

min
%+1*

max min

,i" c
c

" "
 (17) 

37) "max – B%!@)%#) 51#8)1#; +<8#*#B!C## $ "$@=)3+ 4 
8+@5# B1)%#; 7!%%+3+ 51#8)1#; ,!1#!%8!; "min –  B%!@)-

%#) 51#8)1#; +<8#*#B!C## $ D$7=)3+ 4 8+@5# B1)%#; 
7!%%+3+ 51#8)1#; ,!1#!%8!; "i – B%!@)%#) 51#8)1#; 

+<8#*#B!C## $ 1!44*!81#,!)*+3+ ,!1#!%8!. 
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$,8. 3. *FIG7,C; KG7;,7GJ<?,@ <FMC:7?<C,J 

-! 4")7$EA)* =!3) +<1)7)";E84; ,)4! 51#8)1#),. 
 )4 51#8)1#; – >8+ %) @8+ #%+),  5!5 48)<)%: ,!G%+48# 
51#8)1#; <+ 41!,%)%#E 4 +48!":%9*#.   +2A)* 4"$@!) 
<1# 1)=)%## 1!44*!81#,!)*+6 B!7!@# <1)7"!3!)84; 
,)4! 51#8)1#), <1#%#*!8: 1!,%9*#. 07%!5+ ,+B*+G%9 
4#8$!C##, <1# 5+8+19D 8+8 #"# #%+6 51#8)1#6 +5!B9-
,!)84; ,!G%)). -!<1#*)1, 4 $,)"#@)%#)* 41+5! >54<"$-
!8!C## (�0 51#8)1#6 >54<"$!8!C#+%%9D B!81!8 *+G)8 
298: 2+")) ,!G)%, @)* 51#8)1#6 5!<#8!":%9D B!81!8. 
�"; ,1)*)%%9D 4)8)6 4#8$!C#; <1;*+ <1+8#,+<+"+G-
%!. F1# +84$848,## #%9D #48+@%#5+, <#8!%#; 2+")) 
,!G%9* *+G)8 48!%+,#8:4; 51#8)1#6 *!54#*#B!C## 
+4,)A!)*+6 <"+A!7#.   4,;B# 4 >8#* ,)4! 51#8)1#), 
7+"G%9 +<1)7)";8:4; <1+)58#1+,A#5+* (�0 7"; 
5!G7+3+ 5+%51)8%+3+ 4"$@!;. 

�"; 4,)7)%#; %)45+":5#D 51#8)1#), 5 +7%+*$ 4$-
<)151#8)1#E *+G%+ #4<+":B+,!8: 7,! 1!B"#@%9D *)-
8+7! 4,H185#: !77#8#,%96 # *$":8#<"#5!8#,%96 [21]. 

I77#8#,%!; 4,H185! +4$A)48,";)84; <+ ?+1*$") 

1 1 2 2( ) ... .n nc x p c p c p c  (18) 

N$":8#<"#5!8#,%!; 4,H185! +4$A)48,";)84; <+ 
?+1*$") 

1 2

1 2( ) ... ,npp p

nc x c c c  (19) 

37) "1, "2…, "n – B%!@)%#; 51#8)1#), +<8#*#B!C##; p1, 
p2…, pn – ,)4! 4++8,)848,$EA#D 51#8)1#),.  

08"#@#)* *)8+7+, 4,)185# ;,";)84; 8+,  @8+ !77#-
8#,%!; 4,H185! <1)7<+"!3!)8 ,+B*+G%+48: 5+*<)%4!-
C## %#B5#D +C)%+5 <+ +7%+*$ #B 51#8)1#), ,94+5#*# 
+C)%5!*# <+ 71$3#* 51#8)1#;*, *$":8#<"#5!8#,%!; 
4,H185! %) 7+<$45!)8 8!5+3+ ,!1#!%8!, 8!5 5!5 %#B5!; 
+C)%5! <+ +7%+*$ #B 51#8)1#), 4$A)48,)%%+ 4%#B#8 

B%!@)%#) ,4)3+ <1+#B,)7)%#;. O!5 5!5 #4<+":B$)*9) 
<1# +C)%5) 51#8)1## ;,";E84; 1!B%+1+7%9*#, 5+*<)%-
4!C#; +7%+3+ #B 51#8)1#), 71$3#* ,1;7 "# <1)748!,";-
)84; ,+B*+G%+6.   4,;B# 4 >8#* <1)7<+"!3!)84;, @8+ 
#4<+":B+,!%#) *$":8#<"#5!8#,%+6 4,H185# 7"; 7!%%+6 
B!7!@# 2+")) C)")4++21!B%+. 

'!44*+81#* 1)=)%#) B!7!@# ,92+1! +<8#*!":%+3+ 
4)@)%#; <1+,+7%#5! 7"; <1+48)6=)6 +4,)8#8)":%+6 
4)8# 2)B +8,)8,")%#6 (7,8.  1, N). -)+2D+7#*+ ,921!8: 
4)@)%#) <1+,+7%#5! +4,)8#8)":%+6 4)8#, <1# 5+8+1+* 
,+B*+G%+ +4,)A!8: *!54#*!":%$E <"+A!7: 4 *#%#-
*!":%9*# 5!<#8!":%9*# # >54<"$!8!C#+%%9*# B!81!-
8!*#. '!448+;%#) *)G7$ +<+1!*# +4,)A)%#; <+ 4,)8+-
8)D%#@)45+*$ 1!4@)8$ – 30 *.   5!@)48,) %!31$B5# 29-
"# <1#%;89 4,)8#":%#5# '��-250 4 %+*#%!":%+6 

*+A%+48:E 250  8 # cos =0,8.   5!@)48,) <1+,+7%#-
5! – 4!*+%)4$A#6 #B+"#1+,!%%96 <1+,+7 (KF-2, <!-
1!*)819 5+8+1+3+ <1)748!,")%9 , C<NF.  1. (8+#*+48: 
+<+1 $"#@%+3+ +4,)A)%#; <1#%;8! 1!,%+6 10200 1$2., 
48+#*+48: 4,)8#":%#5! 2150 1$2. �"; 5!G7+3+ #B 4)@)-
%#6 <+ !"3+1#8*$, <1)748!,")%%+*$ %! 7,8.  3, ?+1*#-
1$E84; !":8)1%!8#,%9) ,!1#!%89 4)8# $"#@%+3+ +4,)-
A)%#; 4 1!B"#@%9* 5+"#@)48,+* 4,)8#":%#5+,. N!5-
4#*!":%+) 5+"#@)48,+ 4,)8#":%#5+, "#*#8#1+,!%+ 
31!%#@%9*# $4"+,#;*#. L54<"$!8!C#+%%9) B!81!89 
+<1)7)";"#4: #4D+7; #B ,1)*)%# 1!2+89 $"#@%+3+ 
+4,)A)%#; , 4010  @ , 3+7,  # C)%9 %! >")581#@)45$E 
>%)13#E , 2,94 1$2./5 8·@. 

')B$":8!89 1!4@)8+, ,92+1+@%+ <1)748!,")%9 , 
C<NF.  2. F+4") ,9@#4")%#; B%!@)%#6 51#8)1#), +<8#*#-
B!C## 7"; 5!G7+6 #B !":8)1%!8#, <1+#B,+7#"+4: %+1*#-
1+,!%#) # 4,H185! 51#8)1#),. U!,#4#*+48# B%!@)%#; 4$-
<)151#8)1#; +8 @#4"! 4,)8#":%#5+, , (�0 <1# 1!B"#@-
%9D 4)@)%#;D <1+,+7%#5! <1)748!,")%9 %! 7,8. 4 # 5. 

F+"$@)%%9) 1)B$":8!89 <+B,+";E8 B!5"E@#8: 4")-
7$EA)): 

– <+78,)1G7)%+ ,97,#%$8+) 1!%%)) $8,)1G7)%#) + 
8+*, @8+ #4<+":B+,!%#) *$":8#<"#5!8#,%+6 4,H185# 
7"; 1)=)%#; B!7!@# <+#45! +<8#*!":%+3+ 4)@)%#; 
+4,)8#8)":%+6 4)8# ;,";)84; 2+")) <1)7<+@8#8)":%9*; 

– +<1)7)")%9 +<8#*!":%9) 5+"#@)48,! 4,)8#":%#-
5+, , (�0 7"; 5!G7+3+ 4)@)%#; <1+,+7%#5!: <1# 5+"#-
@)48,) 4,)8#":%#5+, 7+ 9 C)")4++21!B%)) #4<+":B+,!8: 
4)@)%#) <1+,+7! 16  **2,  <1# 10:  4)@)%#) 25  **2, <1# 
11-12: 35 **2, ! <1# 2+":=)* 5+"#@)48,) 4,)8#":%#-
5+, – 4)@)%#) 50 **2. 

'!B1!2+8!%%96 !,8+1!*# <+7D+7 5 +<1)7)")%#E 
+<8#*!":%+3+ 4)@)%#; <1+,+7%#5! # 5+"#@)48,! 4,)-
8#":%#5+, (�0, 5!5 5 *%+3+51#8)1#!":%+6 +<8#*#B!-
C#+%%+6 B!7!@), ;,";)84; $%#,)14!":%9*, 8.5. <+B,+";-
)8 +<1)7)"#8: %!#"$@=#) ,!1#!%89 <!1*)81+, >")*)%-
8+, (�0 # )) 1)G#*! 1!2+89 %) 8+":5+ <1# 1!B"#@%9D 
4)@)%#;D <1+,+7%#5+,, %+ # <1# #4<+":B+,!%## 1!B-
"#@%9D 4,)8#":%#5+,, +<+1 # <1+@#D 5+*<")58$EA#D 
(�0 <1# ,%)4)%## 5+11)58#1+,5# , *!8)*!8#@)45#) 
*+7)"# 51#8)1#), +<8#*#B!C##. 

#<NF,O< 1 

'<7<;:C7P Q7GJGL?,DGJ 

()@)%#), **2 
R$7, 

0*/5* 

X$7,  

0*/5* 

($7. <1+,, 

1$2./5* 

I7".7+<,  

I 

16 1,91 0,0865 60620 100 

25 1,38 0,0827 74710 130 

35 0,986 0,0802 98420 160 

50 0,72 0,0794 134180 195 
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$,8. 4. /?<B:?,@ 8AQ:7D7,C:7,@ Q7, <LL,C,J?GH 8JR7CD: 

 
$,8. 5. /?<B:?,@ 8AQ:7D7,C:7,@ Q7, ;AFMC,QF,D<C,J?GH 8JR7CD: 

#<NF,O< 2 

$:=AFMC<CP 7<8B:C< D7,C:7,:J GQC,;,=<O,,  

LF@ <FMC:7?<C,J?P9 J<7,<?CGJ G8J:C,C:FM?GH 8:C, 

�+"-,+ 4,)8#":%#5+, 

2 .. 18 
�1#8)1#6 

()@)%#) 
<1+,+7%#5!, **2 

L
5
4<
"
$
!8
!-

C
#
+
%
%
9
)
  

B!
81
!8
9

, 

1
$
2

./
3+
7
 

16  6,24 .. 2725,7 

25  4,51 .. 1949,9 

35  3,22 .. 1383,2 

50  2,35 ... 1005,2 

�
!
<
#
8!
"
:%
9
) 

B!
81
!8
9

, 
1
$
2
 16  28337 ... 255034 

25  29182 .. 262643 

35  30605 .. 275446 

50  32750 .. 294757 

0
4,
)A
!)
*
!;

 

<
"
+
A
!7
:
, 
*

2
 16  180 .. 1620 

25  180 .. 1620 

35  180 .. 1620 

50  180 .. 1620 

UI�Y][J-KJ 

1. F1)7"+G)% 31!?+!%!"#8#@)45#6 <+7D+7 5 1!4@)-

8$ +4,)A)%#;, +4%+,!%%96 %! <1)748!,")%## 8+<+"+-

3## +4,)8#8)":%+6 4)8# , ,#7) *!81#C9 4+)7#%)%#6 # 

*!81#@%+* B!7!%## )) +4%+,%9D <!1!*)81+,. �!%%96 

<+7D+7 <+B,+";)8 1!44@#89,!8: 8+5# , ,)8,;D # %!<1;-

G)%#; , $B"!D (�0, 8)* 4!*9* <+B,+";; +C)%#,!8: ,4) 

<!1!*)819 )) ?$%5C#+%#1+,!%#;. 

2. ^+1*!"#B+,!%9 31!%#@%9) $4"+,#; B!7!@# +<8#-

*#B!C## (�0, +4%+,!%%9) %! 81)2+,!%#;D %+1*!8#,-
%9D 7+5$*)%8+,, +<1)7)")%9 # +2+4%+,!%9 8!5#) 51#-

8)1## +<8#*#B!C##, 5!5 *#%#*#B!C#; 5!<#8!":%9D B!-

81!8 %! 4+B7!%#) (�0, *#%#*#B!C#; >54<"$!8!C#+%%9D 

B!81!8 # <+8)1: *+A%+48# , 4)8#, *!54#*#B!C#; +4,)-

A!)*+6 <"+A!7#. '!B1!2+8!% !"3+1#8* ?+1*#1+,!%#; 

!":8)1%!8#, <+ ,92+1$ +<8#*!":%+3+ 4)@)%#; <1+,+7-

%#5+, # 5+"#@)48,! 4,)8#":%#5+, , (�0, $7+,")8,+1;-

EA#D 31!%#@%9* $4"+,#;* B!7!@# +<8#*#B!C##. 

3. �"; ,92+1! %!#"$@=)6 !":8)1%!8#,9 <1)7"+G)-

%+ #4<+":B+,!8: *)8+7 45!";1#B!C##, ,5"E@!EA#6 , 

4)2; 4")7$EA#) +<)1!C#+%%9) 7)648,#;: %+1*#1+,!-
%#) 51#8)1#), +<8#*#B!C##; ,92+1 ,)4+, 51#8)1#),; 

*$":8#<"#5!8#,%!; 4,)185!. 08*)@)%+, @8+ 1!B1!2+-

8!%%96 <+7D+7 5 +<1)7)")%#E +<8#*!":%+3+ 4)@)%#; 

<1+,+7%#5+, # 5+"#@)48,! 4,)8#":%#5+, (�0 ;,";)84; 
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$%#,)14!":%9*, 8.5. <+B,+";)8 +<1)7)"#8: +<8#*!":-
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OPTIMIZATION OF PARAMETERS OF STREET LIGHTING NETWORK ELEMENTS 
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The article considers the issue of increasing the energy 
efficiency of street lighting networks by optimizing of parameters 

of their elements, the supply conductor section and the number of 
luminaires in the street lighting network. A substitution circuit for 
the street lighting network and its mathematical model based on 
the graphoanalytical method for calculating regime parameters 

are proposed. The problem of optimizing the configuration of the 
lighting network is formulated, and its boundary conditions 

defined by regulatory documents are formalized. As the 
optimization criteria, the criteria for minimizing the capital and 
operating costs and maximizing the illuminated area are 
proposed. To solve the task of finding the optimal balance 
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between minimizing the costs of building and operating a lighting 
network and maximizing the illuminated area, the research group 
proposed the method of scalarization that makes it possible to 

reduce heterogeneous criteria to one supercriteria by 
normalization and convolution. An algorithm is proposed for the 
formation of alternative lighting network options taking into 
account the boundary conditions specified by regulatory 
documents with the help of which alternatives to the lighting 
network for different conductor sections were formed, the values 
of the optimization criteria for each of the variants were 
calculated. The analysis of the obtained results showed that for 

the considered problem it is necessary to use the multiplicative 
convolution of the criteria. The developed approach allows us to 
solve the problem of determining the optimum section of the 
conductor of the lighting network with a certain number of 
luminaires, and also the inverse problem of finding the optimum 
number of luminaires in a street lighting network for a given 
section conductor. It is noted that the proposed algorithm can also 
be used to select the optimal luminaires, supports and other 

elements of the street lighting network, taking into account the 
characteristics of these elements in the optimization criteria. 

Keywords: electric street lighting network, optimization of 
the electrical network configuration, loss reduction, energy 
efficiency. 
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