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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА  

ПРИ ИССЛЕДОВАНИИ ВЛИЯНИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ОБРАЗОВАНИЕ ОБЛАСТЕЙ  

БЛИЖНЕГО ПОРЯДКА В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ РАСПЛАВАХ 

Целью исследования является теоретическое обоснование процесса образования зародышей кристаллитов в жидком чугу-

не. Для решения поставленной задачи авторами рассматривается образование некоторого объема V0 жидкости как результат 
действия принципа стационарности энергии этого объёма. Выдвинута флуктуационная гипотеза: области ближнего порядка 
образуются в объёме жидкости (металлического расплава) за счет флуктуаций температуры, и температура области ближнего 

порядка есть в течение времени кристаллизации флуктуация температуры вблизи нуля по шкале Кельвина. После образования 
области ближнего порядка происходит выравнивание температуры области и жидкости. Исследования проведены для вещества 
в жидком состоянии, в частности для чугуна в парамагнитном состоянии при температуре плавления. Приведен аналитический 

вывод значения флуктуации температуры. Определена средняя флуктуация температуры расплава и количество атомов в облас-
ти ближнего порядка для чугуна. Получены выражения для определения среднего количества атомов в области ближнего по-

рядка для кристаллизующегося чугуна. Для получения закономерности использованы методы статистической физики, теории 

вероятности и математической статистики. Определена добавочная энергия при импульсном воздействии магнитного поля на 
расплав. Результаты исследования показали, что области ближнего порядка содержат достаточно большое количество атомов 
для того, чтобы взаимодействие с импульсным магнитным полем приводило к увеличению числа зародышей кристаллов и 

уменьшению их размеров. Полученные результаты применимы для принятия решений по проведению технологических меро-

приятий, направленных на получение однородной структуры металлов, в частности в черной и цветной металлургии. 

Ключевые слова: математическая модель флуктуации, кристаллизация металлических расплавов, импульсное магнитное 
поле, область ближнего порядка, энергия теплового движения. 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Одной из задач металлургических процессов явля-
ется получение структурно-фазового однородного ме-
талла с изотропией механических свойств. Решение 
этой задачи достигается на основе снижения микроне-
однородности кристаллической структуры металлов и 

существенным образом зависит от выбранных внешних 

воздействий на кристаллизующийся расплав. Одним из 
видов воздействий на металлический расплав является 
применение импульсного магнитного поля [1-4]. 

В рамках предлагаемого исследования под обла-
стью ближнего порядка в металлических расплавах 

принято считать область небольшого объема по срав-
нению со всей жидкостью, в которой атомы образуют 
кристаллическую решетку, находящуюся в термоди-

намическом равновесии со всей жидкостью (рис. 1). 

Эта область движется хаотически подобно молекуле 
идеального газа. В рамках исследования в качестве 
металлического расплава рассматривается жидкий чу-

гун, который обладает парамагнитными свойствами.  

Исследованию процессов, сопутствующих обра-
зованию областей ближнего порядка при кристалли-

зации расплавов, посвящено множество работ. Од-

ним из управляющих воздействий, которое может 
быть оказано на металлический расплав, является 
магнитное поле. В работе [5] авторы рассматривали 

математическую модель влияния импульсного маг-
нитного поля на процесс образования зародышей 
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кристаллитов в жидком чугуне. В качестве осново-

полагающей теории выбрана статистика Максвелла-
Больцмана. Центрами образования зародышей кри-

сталлов являются области ближнего порядка. Про-

цесс образования области ближнего порядка рас-
сматривается как факт без объяснения химических и 

физических причин. 

Наиболее близкими к приведенным исследованиям 

можно считать работы, проведенные международным 

коллективом авторов в составе M.V. Petrik, O.I. 

Gorbatov и Yu.N. Gornostyrev. В работах [6] и [7] авто-

ры рассматривают влияние магнетизма на формирова-
ние ближнего порядка в сплаве Fe-Ga и на энергию 

растворения различных элементов в железе. В работе 
[6] авторы не рассматривают: 

– математическую модель влияния флуктуаций 

температуры на формирование области ближнего по-

рядка с учетом принципа стационарности; 

– математическую модель влияния флуктуаций 

температуры на размер и объем области ближнего по-

рядка;  
– соотношение объемной и поверхностной энергий 

как фактор образования области ближнего порядка; 
– соотношение энергий магнитодипольного взаи-

модействия областей ближнего порядка с внешним 

магнитным полем и теплового движения, а именно 

∆W/(k⋅T0) с учетом размеров области ближнего поряд-

ка, где ∆W – энергия магнитного дипольного момен-

та, Дж; k – постоянная Больцмана, Дж/К; �� – равно-

весная температура термодинамической системы, K. 



ИИННФФООРРММААЦЦИИООННННООЕЕ,,  ММААТТЕЕММААТТИИЧЧЕЕССККООЕЕ  ИИ  ППРРООГГРРААММММННООЕЕ  ООББЕЕССППЕЕЧЧЕЕННИИЕЕ  ТТЕЕХХННИИЧЧЕЕССККИИХХ  ССИИССТТЕЕММ  
 

62 ЭСиК. №4(37). 2017 
 

 
Рис. 1. Схема областей ближнего порядка в металлическом 

расплаве: 1 – области ближнего порядка с атомными  

плоскостями; 2 – выделенный объем жидкости 

Учитывая недостатки предыдущих исследований 

[4-7], в настоящей работе авторы поставили задачу 

теоретического объяснения и построения математиче-
ской модели процесса образования областей ближнего 

порядка в металлических расплавах на основе принци-

па стационарности и флуктуационной гипотезы. Для 
решения поставленной задачи авторами предлагается 
гипотеза: области ближнего порядка образуются в 

объёме жидкости (металлического расплава) за счет 

флуктуаций температуры и температура области 

ближнего порядка есть флуктуация температуры 

вблизи нуля по шкале Кельвина. После образования 
области ближнего порядка происходит выравнивание 
температуры области и жидкости. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

СРЕДНЕГО КОЛИЧЕСТВА АТОМОВ В ОБЛАСТИ  

БЛИЖНЕГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим образование некоторого объема V0 

жидкости как результат действия принципа стацио-

нарности энергии этого объёма 

���� = 	� − α�� 
� , (1) 

где � – объем выделенной жидкости, м3
; w – объёмная 

плотность энергии, Дж/м3
; α – эффективный коэффи-

циент поверхностного натяжения, Дж/м2
. 

Введение эффективного коэффициента поверхно-

стного натяжения связано с тем, что площадь поверх-

ности S, ограничивающей объем V, не равна в точности 

�� 
�  , а только пропорциональна этой величине 

� = ϰ��
�, (2) 

где ϰ – коэффициент пропорциональности. 

Если для моделирования ввести допущение, что 

форма области ближнего порядка близка к форме ша-
ра, то получим 

�� 
� = �4π
3 �

�
 �� = 1
4π �4π

3 �
�
 4π�� = 1

ϰ �, 

ϰ = 4� �4�
3 ���
 ≈ 4,83, 

где r – радиус шара, м. 

В таблице представлены результаты определения 
коэффициента пропорциональности согласно (2) для 
тел Платона и шара, к которым может быть близка 
форма области ближнего порядка. 

Значения коэффициента пропорциональности  

для тел Платона и шара 

Название тела 
Значение  

коэффициента 
Тетраэдр 7,21 

Гексаэдр 6,00 

Октаэдр 5,72 

Додекаэдр 5,31 

Икосаэдр 5,15 

Шар 4,83 

Результаты моделирования, приведенные в табли-

це, показывают, что для правильных многогранников и 

шара ϰ > 1. Для шара значение коэффициента дости-

гает ϰ ≅ 4,83.  

В (1) используется эффективный коэффициент по-

верхностного натяжения, для которого выполняется 
соотношение 

α = ϰ ∙ α�, (3) 

где α� – истинный коэффициент поверхностного натя-
жения, Дж/м2

.  

Для жидкого чугуна при температуре плавления 
Т0 = 1500 K значение коэффициента составляет α� = 1Дж м�⁄ . Предполагая, что область ближнего 

порядка принимает с равной вероятностью одну из 
форм, указанную в таблице, среднее значение для ко-

эффициента пропорциональности #ϰ$ ≅ 5,7. Получен-

ное среднее значение коэффициента наиболее близко 

соотноситься со значением коэффициента пропорцио-

нальности для октаэдра. В дальнейших рассуждениях 

принимаем ϰ=1. Любое увеличение значения коэффи-

циента приводит к возрастанию количества атомов в 

области ближнего порядка. 
Дифференцируя выражение (1) и приравнивая ну-

лю производную, получаем стационарное значение для 
выделенного объеме 

��
' 
� = �(


). (4) 

Величина ��
' 
�  является характерным размером 

выделенного объема области ближнего порядка. Фор-

мула (4) показывает, что размер выделенного объема 
определяется объемной плотностью энергии этого 

объема жидкости, образующего область ближнего по-

рядка. Попытки найти взаимосвязь между объемной 

плотностью энергии и параметрами электрического 

или магнитного полей привели к тому, что значение 

��
' 
�  оказывается соизмеримым (или даже меньшим) с 

размерами постоянной периода кристаллической ячей-

ки + = 2,37 ⋅ 10�'�м. Это противоречит понятию об-

ласти ближнего порядка. Поэтому величина объемной 

плотности энергии не может иметь электромагнитной 

природы.  

Согласно теории флуктуаций [8, 9] плотность ве-
роятности того, что температура подсистемы испытает 
флуктуацию и её температура будет лежать в интерва-
ле от некоторой � до Т+ dT, равна 

/0
/1 = 2 34

�5617� ∙ 89: ;− 34�1�17��
�617� <, (5) 
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где = – вероятность возникновения флуктуации темпе-
ратуры в подсистеме; >? – теплоемкость при постоянном 

объёме, приходящаяся на один атом, Дж/K; Т0 – равно-

весная температура термодинамической системы, K.  

Для моделирования допустим, что температура об-

ласти ближнего порядка равна флуктуации 

� = σ1 , (6) 

где σ1   – средняя квадратичная флуктуация температу-

ры, K.  

Как известно, дисперсия случайной величины x 

определяется соотношением [12] 

AB = σB� = #9�$ − #9$�, 

где AB – дисперсия случайной величины; σB – флук-

туация случайной величины; #9�$ – среднее значение 
квадрата случайной величины; #9$� – квадрат среднего 

значения случайной величины. 

Поэтому, если #9$ = 0, то  σB� = #9�$. В нашем 

случае следует принять флуктуацию температуры 

вблизи Т = 0 К. Это послужило основанием для записи 

выражения (6). Для условий, принятых в настоящем 

исследовании, Т0 = 1500 К – температура жидкого чу-

гуна. Наличие флуктуаций температуры позволяет 
найти объемную плотность энергии в виде 

	 = Cσ1D = EF
μ σ1 = 10Hσ1 , (7) 

где C = 1,38 ∙ 10��
  Дж К⁄  – постоянная Больцмана; ρ = 7 ∙ 10
 кг м
⁄   – плотность жидкого чугуна; μ = 56 ∙ 10�
  кг моль⁄  – молярная масса железа;  Q = 8,31Дж К ∙ моль⁄  – универсальная газовая посто-

янная; D – концентрация, м-3 
. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 

Согласно теории флуктуаций [8, 9] величина тем-

пературы области ближнего порядка принимает значе-
ния из (0; Т0). На рис. 2 и 3 приведены результаты мо-

делирования для определения значений объемной 

плотности энергии (7), выделенного объема (4) и сред-

нее количества атомов в области ближнего порядка: 

#ν$ = ?7
R�,  (8) 

где #ν$ – среднее количество атомов в области ближнего 

порядка, шт.; a – период кристаллической решетки, м. 

Результаты моделирования, приведенные на рис. 3, 

показывают, что предполагаемое количество атомов в 
области ближнего порядка уменьшается с ростом тем-

пературы расплава. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

СРЕДНЕЙ ФЛУКТУАЦИИ ТЕМПЕРАТУРЫ РАСПЛАВА  

И КОЛИЧЕСТВА АТОМОВ В ОБЛАСТИ БЛИЖНЕГО  

ПОРЯДКА ДЛЯ ЧУГУНА 

Используя закон Дюлонга и Пти, возможно опре-
делить теплоемкость  расплава при постоянном объё-
ме, приходящуюся на один атом: 

>? = 
F
ST = 3C, (9) 

где >? – теплоемкость расплава при постоянном объеме, 
Дж/K; Q – универсальная газовая постоянная, 
Дж/(K⋅моль); UV = 6,02 ∙ 10�
 моль�' – число Авогадро. 

Запишем (5) с учетом выражения (9): 

W= = 2 

�517� ∙ 89: X− 


� ∙ Y17�1
17 Z�[ W�. (10) 

По определению среднего значения величины 9� 

получаем 

#9�$ = \ 9� W=B�B] . (11) 

 

Рис. 2. Зависимость объемной плотности энергии (7)  

и выделенного объема области ближнего порядка (4)  

от температуры расплава  

 

Рис. 3. Зависимость среднего количества атомов (8)  

в области ближнего порядка от температуры жидкого чугуна 
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Пределы интегрирования для (11): 

9' = 0 при � = ��,  9� = 2

� при � = 0 ^.  

После подстановки в (11) находим #9�$ 

#9�$ = 2'
_ \ 9�8�B�W92�

�
� = 0,147. (12) 

В результате после интегрирования получаем 

#Y1�17
17 Z�$ = �


 ∙ 0,147 = 0,098. (13) 

Средняя квадратичная флуктуация температуры в 
области ближнего порядка составляет 

σ1 = a#�� − ����$ = √0,098 �� = 0,313�� . (14) 

Полагая для расплавленного чугуна �� = 1500 К, 

получаем:  

σ1 = 0,313 ∙ 1500 = 470 К. 
Полученный результат есть средняя температура 

области ближнего порядка сразу после ее образования. 
Используя (7), определим  

– объемную плотность энергии 

	 = cQ
d = e110H = 4,7 ∙ 10f  Дж

м
 ; 
– средний размер области ближнего порядка 

��
' 
� = 2h

3	 = 1,42 ∙ 10�iм; 
– среднее количество атомов  в области ближнего 

порядка 

#ν$ = ��+
 = j 1,42 ∙ 10�i
2,37 ⋅ 10�'�k



≈ 215. 

Согласно известным данным [6] среднее количест-
во атомов в области ближнего порядка составляет  
3-4 атома. Результаты вычислений (9)-(14) показали, 

что это количество может быть на два порядка больше. 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ  

ДОБАВОЧНОЙ ЭНЕРГИИ ДЛЯ ИМПУЛЬСНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 

МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА РАСПЛАВ ЧУГУНА 

Средняя проекция магнитного момента области 

ближнего порядка на вектор индукции магнитного по-

ля определяется выражением [1] 

#:lm$ = #ν$ ∙ 2,06 ∙ 10��
, (15) 

где :lm – проекция магнитного момента атома железа 
на направление вектора индукции [1], А⋅м2

.  

Значение добавочной энергии на одну область 
ближнего порядка составляет 

∆o = #:lm$ ∙ p ∙ q = #ν$ ∙ 2,06 ∙ 10��
 ∙ q ∙ p, (16) 

где ∆o – значение добавочной энергии, Дж; B – ин-

дукция магнитного поля, Тл; Z – количество магнит-
ных импульсов за время кристаллизации расплава, шт. 

При однократном воздействии (Z=1) 

∆o = 215 ∙ 2,06 ∙ 10��
 ∙ 1 ∙ p = 443 ∙ 10��
p Дж. 
При определенном значении индукции магнитного 

поля величина добавочной энергии становится соизме-
римой с энергией kT0. Например, при В = 0,5 Тл 

∆o
C�� = 443,96 ∙ 10��
 ∙ 0,5 

1,38 ∙ 10��
 1500 = 0,11. 
Если область ближнего порядка является октаэ-

дром, то при том же значении индукции получаем 5,7 ∙ 0,11 = 0,627. Тот же результат будет в том слу-

чае, когда совокупность областей ближнего порядка 
состоит из равновероятных тел Платона и шаров. По-

этому эффект увеличения числа зародышей вполне 
возможен. В работе [5] показано, что при этом умень-
шаются размеры кристаллитов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Теоретический анализ ранее проведенных ра-
бот показал, что авторы не рассматривали математи-

ческие модели влияния флуктуаций температуры на 
размер и объем области ближнего порядка; соотно-

шение объемной и поверхностной энергий как фактор 

образования области ближнего порядка; соотношение 
энергий магнитодипольного взаимодействия областей 

ближнего порядка с внешним магнитным полем и 

теплового движения. 
2. Для устранения недостатков в ранее проведен-

ных исследованиях авторы работы предложили теоре-
тическое объяснение и математическую модель обра-
зования областей ближнего порядка в металлических 

расплавах на основе гипотезы: области ближнего по-

рядка образуются в объёме жидкости (металлического 

расплава) за счет флуктуаций температуры и темпера-
тура области ближнего порядка есть флуктуация тем-

пературы вблизи нуля по шкале Кельвина. 
3. Результаты вычислительного эксперимента по-

казали, что количество атомов в области ближнего по-

рядка, в момент её образования, может достигать 
200-400, в отличие от результатов, приведенных в [6]. 

4. Результаты математического моделирования по-

казали, что энергетическая добавка порядка 0,6C��, да-
же при однократном воздействии, оказывает сущест-
венное влияние на процесс кристаллизации расплава, в 
том числе чугуна. Увеличение числа электромагнитных 

импульсов до нескольких десятков за время кристалли-

зации расплава позволяет предотвратить дендритный 

рост и повысить микрооднородность металла. Экспери-

менты, проводимые различными лабораториями, под-

тверждают эффект повышения микрооднородности при 

импульсном магнитном воздействии [11-16]. 
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The aim of the study is mathematical modeling of the 

process of nucleation of crystallites in liquid iron. To solve the 

problem, the authors used the stationarity principle and put 

forward a hypothesis that short-range order regions are formed in 

the volume of a liquid (metal melt) due to temperature 

fluctuations and the temperature of the short-range region is 

during the crystallization time the fluctuation of temperature near 

zero on the Kelvin scale. Studies were carried out for the 

substance in the liquid state, in particular for pig iron in the 

paramagnetic state at the melting temperature. In constructing a 

mathematical model of the process, analytical expressions are 

obtained for determining the average number of atoms in the 

short-range order region for crystallized cast iron. To obtain a 

regularity, the method of statistical physics, probability theory 

and mathematical statistics were used. The results of the 

computational experiment showed that the short-range order 

regions contain a sufficiently large number of atoms in order for 

the interaction with the pulsed magnetic field to lead to an 

increasing the number of crystal nuclei and a decrease in their 

dimensions. The results obtained are applicable for making 

decisions on the conduct of technological measures aimed at 

obtaining a homogeneous structure of metals, in particular when 

designing installations for the action of a pulsed magnetic field on 

melts, particularly for ferrous and non-ferrous metallurgy. 

Keywords: Mathematical model of fluctuations, crystalliza-

tion of metallic melts, pulsed magnetic field, short-range order, 

the energy of thermal motion  
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